Wprowadzenie do modelowania wartosSci ekstremalnych
(Extreme Value Theorem)

Prognozowanie w hydrologii i klimatologii

22 marca 2015r.

1 Wprowadzenie

Okredlenie powtarzalno$ci wystepowania ekstremalnych zdarzen naturalnych jest zagadnieniem proble-
matycznym, gtéwnie ze wzgledu na brak wystarczajaco dtugich serii pomiarowych. Z punktu widzenia
praktyki (zwlaszcza inzynierskiej) czesto przed klimatologami i hydrologami stawiane sg pytania natury
praktycznej dotyczace np. sfery planowania inwestycyjnego, potencjalnego zagrozenia zdrowia miesz-
kanicow, okreslenia zagrozenia powodziowego, itp.

Sposréd stawianych pytan najczesciej pojawiajg sie dwie zasadnicze podgrupy, ktére w jezyku mate-
matyki wyrazane sg jako okres powtarzalnoSci (ang. return period), np.:

* ile wynosi przeptyw w danym profilu rzeki wystepujacy raz na 20, 100, 200 lub X lat?
oraz stopa zwrotu (ang. return value):
* jak czesto (raz na ile lat) wystepuje przeptyw w rzece przekraczajacy np. > 1000 m?/s ?

Brak dtugich serii pomiarowych w znacznym stopniu ogranicza mozliwo$ci stosowania podej$cia
probabilistycznego w klasycznym ujeciu. Dodatkowo kwestie problemowa stanowi niezbyt doktadne do-
pasowanie najczesciej stosowanych rozktadéw (np. rozktadu normalnego dla temperatury) w "ogonach"
histogramu. Pewien ogélny zarys problemu dla rozktadéw ciaglych mozna zauwazy¢ np. za pomocg po-
nizszego kodu w R:

library(fitdistrplus)

opad <- rexp(80,rate = 0.09)
wykladniczy=fitdist (opad,"exp")
r_gamma=fitdist (opad,"gamma")

## Warning: wyprodukowano wartoSci Nal

hist(opad, prob = TRUE, breaks=0:30%3)

curve(dexp(x, rate = wykladniczy$estimate), col = 2, 1ty = 2,
lwd = 2, add = TRUE)

curve (dgamma(x, shape = r_gamma$estimate[l], rate=r_gamma$estimate[2]),
col = 1, 1ty = 2, 1lwd = 2, add = TRUE)



Histogram of opad
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Dlatego tez kluczowa kwestie przy analizie zjawisk ekstremalnych stanowi dobér odpowiedniego
rozktadu statystycznego, pozwalajacego na ujecie analizowanego zagadnienia w ujeciu probabilistycz-
nym (Friedrichs i Thorarinsdottir 2012). Wéréd rozkladéw statystycznych pozwalajacych na okreslenie
prawdopodobienistwa takiego zdarzania najczesciej stosuje sie dwa rodzaje rozktadéw teoretycznych na-
lezacych do rodziny rozktadéw Pareto (GPD, Generazlied Pareto Distribution) oraz rodziny rozktadéw
Fishera-Tippeta (GEV, Generalized Extreme Value).

W jezyku programowania R oba podej$cia mozna zrealizowa¢ za pomocg pakietu extRemes specjal-
nie dedykowanego do tego celu. Szczeg6towy opis pakietu dostepny jest na stronie:
www.ral.ucar.edu/ ericg/extRemes/


http://www.ral.ucar.edu/~ericg/extRemes/

1.1 Teoria rozkladéw asymptotycznych

* Centralne twierdzenie graniczne - uzasadnia powszechne wystepowanie w przyrodzie rozklad6w
zblizonych do rozkladu normalnego. Srednia z duzej populacji losowych zmiennych ma rozklad
normalny bez wzgledu na rozklad "bazowy" z ktérego te $rednie sq liczone

» Twierdzenie odnoszace si¢ do rozkladéw ekstremalnych - maksimum duzej populacji zmiennych
losowych ma rozktad: Gumbela, Frecheta lub Weibulla, niezaleznie od rozktadu z ktérego te dane
pochodza.

Ogoblna postac¢ rozkladu ekstremalnego Fishera-Tippeta (GEV) moze zosta¢ wyrazona za pomocg
funkcji gestosci prawdopodobieristwa przez:

£(x) = (1+(%)rf)‘“‘f dlag #0 )

tx)=e W W dlag=0 (2)

natomiast w rozréznieniu na rozktady ekstremalne I, II i III typu przybieraja one postaé: (ponizsze
wzory dla dystrybuant rozktadéw)

* Rozklad Gumbela (bez ograniczen):

G(x) = exp(—exp(—x)) 3

* Rozktad Frecheta (dlax>01i a >0) - (ograniczenie lewostronne, dla niskich wartosci)

G(x)=exp(-x~9 (4)
* Rozktad Weibulla (dla x<0i a >0) - (ograniczenie prawostronne, dla wysokich warto$ci)

G(x)=exp(—(-x0)% (5)



2 Polecenia wprowadzajace do zadania

1. W pierwszej kolejnosci nalezy zainstalowa¢ pakiet extRemes z ktérego bedziemy wykorzystywac
zaréwno przykladowe dane, jak i zawarte w tym pakiecie funkcje:

polecenie: install.packages("extRemes") instaluje pakiet z repozytorium internetowe-
go. Po jednorazowym zainstalowaniu na komputerze nie ma potrzeby ponownej instalacji.

poleceniem library(extRemes) aktywujemy poprzednio zainstalowany pakiet (nie jest on
aktywny w momencie uruchamiania programu R lub RStudio, wiec przy kazdym ponownym
uruchomieniu programu pakiet ten musi by¢ ponownie wczytany do pamieci komputera)

library(extRemes)

2. Dane: Maksymalne roczne przeptywy rzeki Potomac w latach hydrologicznych (Paz-Wrz) 1895-
2000 w miejscowosci Point Rocks, Maryland.
Jednostki = cfs (1 cfs = 0.028317 [m>/s])
Podpowiedz: W przypadku modelowania zjawisk ekstremalnych metodami EVD korzysta sie z po-
dejscia "block maxima", w ktérym wykorzystuje sie jedynie warto$ci maksymalne w zdefiniowa-
nych okresach czasu (czyli bierzemy pod uwage tylko maksima roczne jesli naszym celem jest chec
uzyskania prawdopodobieristwa wystgpienia zjawiska o okresie powtarzalnosci "X" lat).

data(Potomac)

W pierwszej kolejnosci sprawdZmy strukture naszych wczytanych danych za pomocg pole-
cenia: head wysSwietlajagcego zawarto$§¢ pierwszych kilku wierszy. Ogélne statystyki mozemy
sprawdzi¢ np. za pomocg funkcji summary. Nastepnie wyrysujmy przebieg zmienno$ci mie-
dzyrocznej przeptywéw rzeki Potomac (do stworzenia wykresu uzyjemy funkcji plot). Po
wstepnym przeanalizowaniu danych widzimy, Zze warto$ci przeptywéw sa dos¢ duze, zatem
wykres stwérzmy w przeliczeniu na m® zamiast cfs (1 cfs = 0.028317 cubic meters per se-
cond). Domys$lnie w R rysowany jest wykres punktowy. Jesli chcemy zmieni¢ rodzaj wykresu
na liniowy, musimy uwzgledni¢ dodatkowo opcje rysowania: type="1".

head (Potomac)

#t Year Flow
## 1 1895 68500
## 2 1896 56000
## 3 1897 204000
## 4 1898 127000
## 5 1899 128000
## 6 1900 57700
summary (Potomac)



#i# Year Flow

## Min. :1895  Min. : 27800
## 1st Qu.:1921 1st Qu.: 77300
## Median :1948 Median :109000
## Mean :1948  Mean :121949
## 3rd Qu.:1974  3rd Qu.:139000
## Max. :2000 Max. 1480000

plot(Potomac$Year, Potomac$Flowx0.028317, type="1")
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3. Stworzone podsumowania wskazuja, ze w kilku latach maksymalny chwilowy przeptyw przewyz-
szyt 10000 m3/s. W praktyce, czesto interesuje nas ile byto takich przypadkéw (powyzej zadanego
progu), i w ktérych latach takie przypadki mialy miejsce?

Mozna do tego celu wykorzysta¢ wczesniej poznana funkcje which aby znaleZ¢ interesujace nas
wartosci:

which(Potomac$Flowx0.028317>10000)

## [1]1 42 49



Potomac$Year[c(42,49)]

## [1] 1936 1943

4. Aby okresli¢ prawdopodobieristwo dla warto$ci wystepujacych stosunkowo rzadko wazne jest w
pierwszej kolejno$ci okreSlenie rodzaju rozktadu, ktéry w najlepszym stopniu bedzie oddawat roz-
ktad danych. Do tego celu zastosujemy polecenie fevd. Jako jeden z argumentéw funkcji fevd,
ktéry nalezy uwzgledni¢ dotyczy typu rozkladu do ktérego dane maja by¢ dopasowane. Pakiet
extRemes pozwala na dopasowanie danych do rozktadéw: GEV, GP, PP, Gumbel, Exponential.
Jesli wyswietlimy histogram dla naszych danych (funkcja hist) powinni$my doj$¢ do wniosku, ze
warte przetestowania sg przede wszystkim opcje numer 1 (GEV) i 4 Exponential.

5. Stworzmy zatem pierwszy model dla typu ogdlnego rodziny rozkladéw ekstremalnych (Generali-
zed Extreme Value Distribution) w przeliczeniu na m3:

modell=fevd(Potomac[,2]%0.028317,type="GEV")

6. Zapiszmy warto$¢ parametru AIC kt6rag mozna uzyskaé po wywotaniu stworzonego obiektu: model1
. Powinny nam sie wyswietli¢ wszystkie parametry naszej funkcji, btedy oszacowania oraz parame-
try AIC oraz BIC

print (modell)

##

## fevd(x = Potomac[, 2] * 0.028317, type = "GEV")
##

## [1] "Estimation Method used: MLE"

##

##

## Negative Log-Likelihood Value: 930.7
##

##

## Estimated parameters:

## location scale shape

## 2461.6825 1171.6934 0.1909

##

## Standard Error Estimates:

## location scale shape

## 129.71186 98.16734  0.07377

##

## Estimated parameter covariance matrix.
#i location scale shape
## location 16825.168 7094.6102 -3.115367
## scale 7094.610 9636.8267 -0.477662
## shape -3.115  -0.4777 0.005442
##



## AIC = 1867
#it
## BIC = 1875

. Bardzo waznym etapem jest wykonanie i sprawdzenie wykreséw diagnostycznych dla uzyskanego
modelu. Dzieki nim mozemy wizualnie okredli¢ jako$¢ dopasowania danych do modelu, a takze
okresli¢ wiarygodnos$¢ np. okresu zwrotu. Zapoznajmy sie z ponizszymi poleceniami:

plot(modell)
fevd(x = Potomac|, 2] * 0.028317, type = "GEV")
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par (mfrow=c(1,1))
plot(modell, "rl", main="Potomac", col="red", lwd=2)
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8. Obliczmy wartosci dla czesto stosowanych w hydrologii okreséw zwrotu wraz z podaniem prze-
dziatéw ufno$ci na poziomie 1 - @ = 0.05

return.level (modell,do.ci=T)

## fevd(x = Potomac[, 2] * 0.028317, type = "GEV")

##

## [1] "Normal Approx."

##

## 95% lower CI Estimate 95% upper CI
## 2-year return level 2609 2906 3204
## 20-year return level 5806 7144 8482
## 100-year return level 7613 11093 14573



9. Utworz analogiczny model dla rozkladu Gumbela. Nastepnie odpowiedz na pytanie ktory z testo-
wanych modeli (Gumbel czy GEV) jest Twoim zdaniem bardziej wiarygodny? OdpowiedZ uzasad-
nij.

3 Zadanie

1. Odpowiedz na ostatnie pytanie z poprzedniego rozdziatu oraz podaj warto$¢ przeptywu wystepu-
jacego w rzece Potomac wystepujacego wg rozktadu Gumbela ze 100-letnim okresem powtarzal-
nosci.

2. Na podstawie zbioru danych maksymalnych rocznych porywéw wiatru w Wielkopolsce evdporyw
umieszczonego na stronie Zaktadu Klimatologii:
www.klimat.amu.edu.pl — Dydaktyka — Materiaty do zajeé dydaktycznych
wykonaj nastepujace zadania:

(a) Weczytaj i przeanalizuj dostarczony zbiér danych

(b) Postugujac sie funkcjg fevd przetestuj wszystkie mozliwe rodzaje modeli z rodziny funkcji
ekstremalnych dostepnych w pakiecie extRemes

(c) Ocenii opisz jako$¢ dopasowania kazdego z tych modeli. Ktéry z nich jest Twoim zdaniem
najbardziej wiarygodny dla okreséw powtarzalno$ci powyzej 50 lat?

(d) Postugujac sie najlepszym z uzyskanych modeli oblicz warto$¢ porywu wiatru w Wielkopol-
sce wystepujaca z okresem powtarzalno$ci co 2, 10, 20, 501 100 lat? Uzyj funkcjireturn.level
wraz ze zdefiniowanymi przedziatami ufno$ci (do.ci=T) oraz zadeklarowanymi okresami
powtarzalnosci (opcjareturn.period = c(2,10,20,50,100)). Oprécz wartosci najbardziej
prawdopodobne;j (estimate) zapisz w tabeli warto$ci dla dolnego i gérnego ograniczenia (lLower
CI, upper CI)

(e) Zadanie opcjonalne: Oblicz co ile lat moze wystgpi¢ w Wielkopolsce poryw wiatru przekra-
czajacy 50 m/s (180 km/h)?


http://www.klimat.amu.edu.pl
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